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Devoir - calcul di�érentiel

Problème - Optimisation - Gradient à pas optimal

Soit J une fonction de classe C1, de Rn dans R. On suppose qu'il existe un α > 0 réel pour lequel
l'application J véri�e la condition,

∀(u, v) ∈ Rn × Rn < ∇J(v)−∇J(u), v − u >> α||v − u||2 (1)

où ∇J(u) est le gradient de J en u.

L'objectif de cet exercice est de prouver l'existence puis de trouver un élément x ∈ Rn véri-
�ant la condition,

J(x) = inf
u∈Rn

J(u).

On construit pour cela une suite (un)n∈N dite minimisante pour J , i.e. telle que si la suite
(J(un))n∈N converge vers J(x) alors la suite (un)n∈N converge vers l'élement x cherché.

Partie A - Étude théorique Justi�ons dans un premier temps l'existence et l'unicité du mi-
nimum de J .

i. Véri�er que la condition (1) est équivalente à la condition suivante,

∀(u, v) ∈ Rn × RnJ(v) > J(u)+ < ∇J(u), v − u > +α
2 ||v − u||2 (2)

Indication : on pensera à Taylor avec reste intégral.

ii. En déduire que la fonction J est coercive sur Rn, i.e. limu→∞ J(u) = ∞
Indication : on cherchera une minoration en utilisant Cauchy-Schwarz.

iii. En déduire par compacité l'existence pour J d'un minimum global x sur Rn.
Véri�er en utilisant (2) qu'il est unique.

Partie B - Une fonction intermédiaire Considérant u ∈ Rn − {x}, on dé�nit la fonction,

φu : R → R
t 7→ J(u + t∇J(u))

i. Calculer la dérivée de φu et montrer que φu est une fonction convexe.

ii. Montrer que limt→∞ φu(t) = ∞.
En déduire par un raisonnement similaire à la partie précédente, que φu admet un
unique minimum global sur R.

Partie C - Minimisation On construit ici la suite minimisante annoncée.
Le résultat précédent permet de dé�nir la suite minimisante (un)n∈N de Rn de la façon
suivante, ¨

u0 ∈ Rn,
un+1 = un + tn∇J(un)

où tn est l'unique réel obtenu précédement qui minimise φun , i.e. véri�ant la condition

φun(tn) = min(φun).
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i. Considérant φ′uk
(tk), montrer que quelque soit n ∈ N, ∇J(un)⊥∇J(un+1).

En déduire la relation,

J(uk)− J(uk+1) >
α

2
||uk − uk+1||2

ii. Étudiant succintement la monotonie de la suite (J(un))n∈N, en déduire que la suite
(J(uk)− J(uk+1))n∈N tend vers 0, puis que la suite (un+1 − un)n∈N tend vers 0,

iii. Montrer que la suite (uk)n∈N est bornée. Par un argument de continuité uniforme,
déduire de la question précédente que la suite (∇J(un+1)−∇J(un))n∈N tend vers 0,

iv. Utilisant la relation d'orthogonalité, montrer en�n que la suite (∇J(un))n∈N tend vers
0.
Indication : on évaluera la quantité ||∇J(uk)||2.

v. En déduire que la suite (un)n∈N converge vers le point x précédement dé�ni.
Indication : on partira de la condition (1).

Quelques remarques :

i. la méthode du gradient à pas optimal est un exemple d'algorithme de descente, ainsi nom-
més parce que chaque terme de la suite est obtenu à partir du précédent en suivant la
direction de plus grande pente,

ii. il existe une version moins e�cace de cet algorithme, à pas �xe (i.e. le pas tn est constant
dans la suite (un)n∈N) ; ainsi qu'une méthode plus e�cace, la méthode du gradient conjugué.
Dans cette dernière, la direction choisie est orthogonale à toutes les directions précédament
obtenues (à mettre en relation avec la question C.i),

iii. ces méthodes s'appliquent notamment à la résolution numérique de systèmes linéaires de
la forme A.X = B.
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