MIME 23 - LM360 Année 2006-2007

Théorémes d’inversion locale, des fonctions implicites

M Inversion locale

Exercice 1 -
On considére la fonction suivante,

i.

ii.

f: R3 — R3

Montrer que f est de classe C* et déterminer ’ensemble des points o I'on peut appliquer
le théoréme d’inversion locale,

Soit fiiy : U — V définie sur des ouverts de R3 fournis par le théoréme d’inversion locale.
Notant g : V' — U son inverse, de coordonnées (gz, gy, g-) et de variables (u, v, w), calculer
les dérivées partielles de g, ainsi qu'une dérivée partielle seconde.

Exercice 2 -
On considére les espaces E = C°(I,R) muni de la norme ||.||, E1 = {f € C!, f(0) = 0} muni
de la norme || f]|1 = || /]| co-

I.

ii.

iii.

Montrer que E; est complet.
Indication : on montrera que F = C!(I,R) muni de la norme ||.||1.00 = ||-|Joo + ||-||1 est
complet, puis que les normes sont équivalentes.

Montrer que la fonction ¢ suivante est de classe C™ et que do(f) € Isom(E1, E) au
voisinage e 0,
v: By — FE
fo= e+

En déduire que ¢ est un difféormorphisme de classe C*° au voisinage de 0.
Calculer les différentielles premiére et seconde de son inverse en 0.

Exercice 3 -
Soit (E, < .>) un espace euclidien.
On considére f : E — E de classe C! vérifiant,

i

—e
——

iii

v

< df(z)h,h >> ||h|?
Montrer que pour tout a,b € E, f vérifie,
< f(b) = f(a),b—a>>[|b—alf’

Indication : on pourra introduire la fonction réelle ¢ : t —< f(a+t(b—a)),b—a >.
Montrer que f est une application fermée injective,

Montrer que Yz € E, I'application df (z) € Isom(E, E),

En déduire que f est un C!-difféomorphisme global de E dans E.
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M Fonctions implicites

Exercice 1 -
On consideére le systéme,
(2 + 2 +24+2 = 0
B+ 2+t = 2
r+y+z+t =0

i. Verifier que m = (0, —1, 1,0) est solution du systéme et que ’on peut résoudre localement
le systéme en ¢ au voisinage de m.

ii. Calculer la différentielle en ¢t = 0 de la fonction h(t) = (x(t),y(t), 2(t)) ainsi obtenue.

Exercice 2 -
Soit f :R? — R de classe C'.
On considére 'équation suivante de R3,

flzy,z—2x) =0
i. Soit Wy vérifiant I’équation. Trouver une condition suffisante pour que 1’équation définisse
z en fonction de (z,y) au voisinage de Wj.
ii. Supposant cette condition vérifite, montrer qu’il existe A : U — R? de classe C! tel que

(x,y, \(x,y)) solution de I’équation sur un voisinage vérifie la relation,

0 0
(»’U% - @)Mﬂﬁ,y} =2z

Exercice 3 -
Soit f: D — R3 définie sur D = {zy > 0, z2 > 0} par,
(x,y,z,u) — (22 4+y? + 22 +u?, log(ay) + 4 log(2) + zx)

i. Soit m € D. Donner une condition pour que f(x,y,z,u) = f(m) définisse implicitement
(y, z,u) en fonction de x au voisinage de m,

ii. Soit (1,1,1,1) € D. Calculer la différentielle d,(y, z,u)(1,1,1).
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