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FEUILLE D'EXERCICES N° 2
Groupes, anneaux et idéaux

GROUPES
Exercice 1. Lesquels de ces ensembles sont des groupes pour les lois de composition ?

N,+)  (Z+)  (Z,x)  (Z\{0},x)  (R\{0},x)

Exercice 2.
i) Montrer que l'intersection de deux sous-groupes est un sous-groupe.

ii) Montrer que la réunion de deux sous-groupes de G est un sous-groupe si et seulement si I'un est
contenu dans 'autre.

iii) Montrer que I’ensemble des entiers pairs est un sous-groupe de (Z, +). L’ensemble des entiers impairs
est-il un sous-groupe ?

Exercice 3. Soit G = {a +bv2]a € Q,b € Q} C R.
i) Montrer que (G,+) est un groupe.

ii) Montrer que ’ensemble des éléments non-nuls de G est un groupe pour la multiplication.

Exercice 4.
i) Soit H un sous-groupe de Z. Montrer qu’il existe un unique n € Z tel que H = nZ.

ii) Déterminer les sous-groupes de Z contenant 487 et donner leurs relations d’inclusion.

Exercice 5. Soit (G, %) un groupe et f : x — 27! et g : z — 2% deux applications de G' dans G. Montrer
que G est abélien si et seulement si f (resp. ¢g) est un morphisme de groupe.

Exercice 6.

i) Montrer que l’application exponentielle 2 — e® est un isomorphisme entre les groupes (R, +) et
(R, x). Quel est I'isomorphisme réciproque ?

ii) Soit ¢ : Z — U,, défini par ¢(1) = e*7/™. Montrer que c’est un morphisme de groupe. Identifier son
noyau et en déduire un isomorphisme avec U,,.

Exercice 7. Les groupes suivants sont-ils isomorphes ?

7)27 X L)2T et ZJAT ()27, +) et (Z/3Z\ {0}, x)  (Z/AZ,+) et (Z/5Z\ {0}, x).

ANNEAUX. IDEAUX.
Exercice 8.

i) Soit A un anneau, I et J deux idéaux de A. Montrer que INJ et I +J ={i+jli € I,j € J} sont
des idéaux.

ii) Rappeler la forme générale des idéaux de Z et montrer que
nZ + mZ = pgcd(n, m)Z nZ NmZ = ppcm(n, m)Z

iii) Dans Z, identifier I'idéal principal engendré par les éléments 2 et 5.
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Exercice 9. Ecrire les tables de multiplication de Z/5Z et Z/6Z. En déterminer les éléments inversibles.

Exercice 10.
i) Monter que A/I est intégre si et seulement si I est un idéal premier de A.
ii) Donner les idéaux premiers de Z.
iii) Reésoudre I'équation 3z = 0 dans Z/127Z.

Exercice 11.
i) Montrer que Z[i] = {a + ib, (a,b) € Z*} est un anneau intégre.
ii) Déterminer les inversibles de Z[i]* et montrer que Z[i]* ~ Z/2Z x Z/2Z.

GROUPES FINIS. ORDRES
Exercice 12.

i) Soit G un groupe et g € G. Montrer que g est d’ordre n si et seulement si g" = e et g"/? # e pour
tout p diviseur premier de n.

ii) Un test de primalité : pour n € N fixé, en déduire que s’il existe a € Z/nZ tel que a® ! =1 mod n
et a»~D/P £1 mod n pour tout p diviseur premier de n, alors n est premier.

Exercice 13. Soit G un groupe et g € G un élément d’ordre n non-nul.
i) Montrer que ord(z*) = n/pgcd(k,n).
ii) Application : donner ordre de 5 dans (Z/30Z,+).

Exercice 14.
i) Montrer que tout sous-groupe d’un goupe cyclique est cyclique.

ii) Soit G =< g > un groupe cyclique d’ordre n. Montrer que pour r diviseur positif de n, il existe un
sous-groupe H de G d’ordre r. Donner un générateur de H.

ili) Application : écrire les tables d’addition de Z/57Z et Z/6Z. Déterminer les sous-groupes de chacun
de ces groupes.

Exercice 15.
i) Soit n € N. Montrer que, pour tout entier relatif a € Z , a est inversible dans Z/nZ si et seulement
si pged(a,n) = 1.
ii) En déduire que Z/nZ est un corps si et seulement si n est premier.

iii) Montrer que 7 est inversible dans Z/247 et calculer son inverse.

Exercice 16. Vérifier que (Z/nZ)* est cyclique pour n < 7. Vérifier que ce n’est pas le cas pour Z/8Z.

Exercice 17. Soient G =< g > et H =< h > deux groupes cycliques d’ordres respectifs n et m. Quel
est 'ordre maximal d’un élément de G x H ? Montrer que org((g,h)) = ppem(n,m). En déduire que
G x H est cyclique si et seulement si pged(n,m) = 1.
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