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FEUILLE DE COLLES N° 2
Dérivabilité - formules de Taylor - convexité

Exercice 1 : Soit f: Ry — R fonction convexe.
i) Montrer que [ = lim, 0 @ existe dans R U {oco};
ii) Montrer que sil € R, alors I’ = lim,_,o f(z) — lz existe;

iii) Sil et !’ sont dans R, en déduire ’asymptote & la courbe de f en +oc.

Exercice 2 : Soit f: R — R une fonction convexe. Montrer que si f est majorée elle est constante.

Exercice 3 : Soit f: R — R de classe C"*! telles que f et f("*1) soient bornées.
Montrer que f, f”,---, f( sont aussi bornées.
Indication : on pourra utiliser 'équivalence entre les normes ||.|[1 et P — sup,¢jo ) [P(¢)| pour conclure.

Exercice 4 : Soient p,q € R tels que 1/p+1/q = 1. Montrer que pour tous réels positifs a1, az,--- ,an

et by,bg, -+ ,b, on a
Do aibi (Yo a)tr(Y b
i=1 i=1 i=1

Indication : on pourra se ramener & une inégalité dont un des membre est normalisé a 1.

Bonus

Exercice 1 : Soit f : [a,b] — R de classe C%2. Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que

b—a)?
76~ $(a) = (b~ a)7'(a) + L5 (0
Exercice 2 : Soit ¢ l'application qui & x € R* associe
3

Ay = {0, € [0,1]|sin(z) = x — % cos(f,2)}.

i) Montrer que A, est non-vide;
ii) Montrer que pour z suffisament petit, A, est réduit & un point y, ;

iii) Calculer lim,_q y..

Exercice 3 : Soit f : R — R continue. Montrer que f est convexe si et seulement si f (IT“J) < w
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